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요약

비선형 해석적 노달 방법의 구현에 있어서 그간 통상적으로 사용되어온 쌍격자 구조에

대한 횡방향 적분 중성자 확산 방정식의 해 대신, 단일 격자 구조에 대한 해를 이용하는

방식을 제시한다. 여기에서는 효율적인 단일 격자 노달해를 구할 수 있는 방법으로 반경

방향의 두 일차원 중성자 확산 방정식을 연립해서 푼다. 이때 경계 조건으로 네 면에서의

인입 부분 중성자류를 택하고, 외행 부분 중성자류를 결과로 취한다. 이렇게 구성된 단일

격자 노달 해법은 임의의 대칭 조건 하에서도 소격 격자 차분법에 적용하기가 용이하다.

여기서 제안한 방식을 MASTER 코드에 구현하고 고유치 계산과 과도 계산에 적용한 결과,

단일 격자해를 이용할 경우 수렴된 결과를 얻기 위한 노달 계산 횟수가 쌍격자의 경우에

비해 다소 (약 15%) 증가하지만, 계산 시간 측면에서는 거의 동일한 것으로 나타났다.

 

Abstract

As a replacement of the two-node nodal formulation to solve the transverse-

integrated neutron diffusion equation, which was conventionally used in the

implementation of the nonlinear nodal method, a one-node nodal formulation is derived.

In order to achieve better convergence property, the two one-dimensional neutron

diffusion equations on the radial domain are solved simultaneously. The boundary

conditions used for the one-node problem are taken from the incoming partial currents

specified at the four boundary surfaces and the outgoing partial currents are solved for.

The one-node based nodal solution is easy to apply within the framework of the coarse

mesh finite difference method with any kind of symmetry option. The proposed method

was implemented in the MASTER code and the results obtained from the applications



to steady-state and transient calculations indicate that the number of nodal updates

increases slightly (about 15%) compared to the two-node formulation, but the total

computation time remains essentially unchanged.

1. 서론

소격 격자 차분(Coarse Mesh Finite Difference, CMFD)법은 효율적인 중성자 확산

계산법으로 최근 많은 각광을 받고 있다. 문갑석 등은 CMFD 방식을 통해 해석함수전개

노달 (Analytic Function Expansion Nodal, AFEN) 계산의 가속화를 시도하였으며[1], Chao 는

CMFD 방식을 이론적으로 체계화하였다[2]. CMFD 방식에는 격자간 중성자류를 쌍격자의

평균 중성자속의 함수로 기술해 주는 연관식이 필요하고, 통상적으로 이 연관식은 각

경계면 양쪽 두 계산 격자만을 대상으로 한 쌍격자 문제에 대한 노달해로부터 구해진다.

쌍격자 구조에 대한 노달해는 주어진 쌍격자 평균 중성자속 조건을 만족하는 격자

내부의 중성자속 분포로써 결정되고, 노달 해법 방식은 횡방향 적분 중성자 확산 방정식을

사용하는 일차원 방식과 축방향 적분 중성자 확산 방정식을 사용하는 이차원 방식으로 나눌

수 있다. 대표적인 일차원, 이차원 방식으로는 각각 ANM(Analytic Nodal Method)과 AFEN 을

들 수 있다. 일차원 방식은 이차원 방식에 비해 계산 결과의 정확성에서는 다소 뒤떨어지나

계산 속도 측면에서는 월등하여 대부분의 상용 노달 코드에는 일차원 노달 방식이 사용되고

있다. 이런 관점에서 이 논문에서는 일차원 방식을 적용대상으로 삼는다.

쌍격자 노달 방식은 경계면 좌우 격자의 정보를 모두 사용하기 때문에 격자간 연계성을

결정하는데 있어서 아주 효과적이고, 이에 따라 CMFD 계산의 신속한 수렴성을 제공한다.

그러나 실제 코드 내 적용 측면에서 보면 쌍격자 계산 방식은 몇 가지 단점을 지니고 있다.

첫째, 매 계산 격자에 대해 각 방향 별로 (정방형 3 차원의 경우, x,y,z  3 방향)  쌍격자

문제를 구성하여야 하므로 계산 대상이 되는 쌍격자 문제의 수가 많다. 둘째, 쌍격자에 대한

노달해를 동시에 구해야 하므로 각 문제의 크기가 크다. 셋째, 한 격자의 좌,우 경계면에

대해 따로 노달해를 구해야 하므로, 격자 내 중성자속 분포가 유일하지 않다. 마지막으로,

경계 조건 처리를 위해서는 쌍격자 방식을 사용할 수 없으므로 별도의 노달해 방식이

필요하고,  특히 회전 대칭 조건을 처리하기가 까다롭다.

위에서 제시한 쌍격자 계산 방식의 단점은 단일 격자 계산 방식을 사용하면 모두 해소될

수 있다. 단일 격자 계산 방식은 통상적으로 대응 행렬 체제의 노달 해법에 주로 사용되어

왔다. 단일 격자 계산 방식에서는 한 격자내의 중성자속 분포를 결정하기 위해 양

경계면에서의 인입 부분 중성자류를 경계조건으로 삼아 확산해가 구해진다. 이 논문은

CMFD 체제하에서 사용되던 쌍격자 노달 계산 방식의 단점을 극복할 수 있는 효율적인

단일 격자 노달 계산 방식을 다룬다. 여기서 제시되는 단일 격자에 대한 노달 해법은 인입



부분 중성자류를 경계 조건으로 삼는다는 점에서는 대응 행렬 체제의 단일 격자 노달

해법과 동일하나, 양방향에 대한 일차원 중성자 확산 방정식을 상호 연계 시킨 후 양방향에

대한 해를 동시에 구한다는 점에서 큰 차이가 있다.

아래 절에서는 먼저, 한 격자의 네 경계면에서의 부분 인입 중성자류를 경계조건으로

하여 상호 연계된 두 개의 일차원 중성자 확산 방정식의 해석적 해를 유도한다. 그 다음, 제

3 절에서는 단일 노드 해석해를 이용하여 격자간 연계 인자를 결정하는 방법과 비선형 반복

계산 체제하에서 CMFD 계산과 단일 격자 노달 계산을 교차 수행하는 방식을 설명하고, 제

4 절에서는 여기서 제시한 방식을 실제 노심 해석 계산에 적용하여 구한 결과를 기존

쌍격자 방식과 비교하여 그 유효성을 평가한다.

2. 양방향 연계 일차원 노달 해법

  정방형 핵연료 집합체가 장전된 노심에 대한 삼차원 중성자 확산 계산에서 횡방향 적분

기법을 적용할 경우, 각 방향 별로 한 개씩 총 3 개의 일차원 중성자 확산 방정식이 각 계산

격자 마다 성립된다. 기존의 단일 격자 해법의 경우, 미리 계산된 횡방향 누설을 사용하여 각

방향에 대한 일차원 중성자 확산 방정식을 독립적으로 푼다. 그러나 해의 수렴성을

향상시키기 위해 단일 격자 계산 시 방향간 연계성을 고려하는 것이 필요하다. 이 절에서는

반경 방향에 대한 두 개의 일차원 중성자 확산 방정식을 연계 시켜 두 방향에 대한 해를

동시에 구하는 단일 격자 노달 해법을 폭이 h 인 정방형 격자를 기준으로 유도한다.

2.1 연립 일차원 중성자 확산 방정식

x-y 평면에서 횡방향 2 군 중성자 확산 방정식은 아래와 같이 나타낼 수 있다.
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여기서 계수 행렬은 군정수의 함수로 다음과 같이 정의되고:
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중성자속과 횡방향 누설을 나타내는 벡터는 아래와 같다.
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통상적으로 횡방향 노달 방법에서 사용되는 이차함수 횡방향 중성자 누설 근사식을

적용하면, 한 계산 대상 격자에 대해 (1)식의 우변을 다음과 같이 표현할 수 있다.
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여기서 일차항과 이차항의 계수 및 격자 평균 축방향 누설 zL 는 알려져 있다고 본다.

양방향 연계를 고려하지 않는 기존의 단일 격자 노달 해법에서는 zL  뿐만 아니라 uL 도

알려져 있다고 간주하나, 여기에서는 미지수로 간주한다. 단, u 방향에 대한 누설은 u 방향

일차원 중성자속과 다음과 같은 관계를 만족하여야 한다.
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(5)식에 의해 x 와 y 방향에 대한 일차원 중성자 확산 방정식은 서로 연계되며, 이들은

아래와 같이 연립된 2 원 2 차 미분 방정식을 형성한다.
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단일 정방형 격자 문제에서 (7)식의 해가 만족해야 할 경계 조건으로 네 면에서의 인입

부분 중성자류 설정하면, (7)식의 해는 유일하게 존재한다. P1근사에 따르면 인입 부분

중성자류 경계 조건은 다음과 같다.
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2.2 해석해의 구성과 제약 조건

(7)식에 나타난 x 방향에 대한 확산 방정식은 비록 우변의 첫 항이 미지수 이지만 독립

변수 x 의 측면에서 보면 상수항이므로 쉽게 해가 구해진다. 참고 문헌 3 에는 (7)식과 같은

일차원 중성자 확산 방정식의 해가 상세히 유도되어 있다. 이에 따르면 한 방향에 대한

해를 다음과 같이 일반해와 특이해의 합으로 표시할 수 있다.
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위 식에 사용된 각종 기호의 정의는 참고 문헌 3 과 동일하다. 위 식의 일반해 중 삼각



함수항을 포함하는 부분은 대상 노드의 증배 계수가 노심의 유효 증배계수보다 클 때에

한해 적용되고 그 반대의 경우는 지수함수 (sinh 와 cosh)로 대체되어야 한다. (9)식의

상수항은 (7)식 우변의 상수항, 즉 횡방향 누설양에 의해 결정되므로 각 방향에 대한 해는

이 상수항을 통해 서로 연결되어 있다.

(9)식에서 미지수는 일반해에 나타나는 4 개의 계수와 각 에너지군 별로 나타난 두 개의

상수항이다. 따라서 각 방향별로 총 6 개의 미지 계수가 있고, 두 방향에 각각 미지 계수가

있으므로 총 12 개의 계수가 결정되어야 한다. 12 개의 미지 계수를 결정하기 위해서는 각

에너지군 별로 6 개의 제약 조건이 필요한데 이중 4 개의 조건은 (8)식으로 주어진 바와

같이 네 경계면에서의 인입 부분 중성자류로 제공된다. 나머지 두 개의 제약조건 중 하나는

각 방향 일차원 중성자속의 평균이 서로 같다는 조건이다. 즉,
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마지막 제약 조건은 격자 전체에 대한 2 차원 중성자 균형방정식으로 다음과 같이 표현된다.
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2.3 미지 계수의 결정

  (9)식을 (10)식에 대입하여 적분을 수행하면 각 방향 평균 중성자속의 차이는 상수항과 짝수

계수항만의 함수로 남게 된다. 즉,
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마찬가지로 (11)식에 (9)식을 대입하여 정리하면 2 차원 중성자 균형방정식 역시 다음과

같이 상수항과 짝수 계수항만의 함수로 표현된다.
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(12)식과 (13)식은 각 에너지군에 대해 한 개 씩의 방정식을 제공함으로 (12), (13) 식은 총

4 개의 연립방정식을 형성한다. 이 연립방정식을 상수항에 대해 풀면 상수항을 다음과 같이

짝수 계수의 선형 조합과 상수의 합으로 나타낼 수 있다.
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여기서 우변 둘째 항은 축방향 누설과 횡방향 누설 이차근사식의 이차항 계수에 의해

결정되는 상수이다. (14)식으로 표현된 상수항을 (9)식에 대입하면 이제 결정해야 할



미지계수는 일반해에 나타나는 2 종의 네 계수, 총 8 개로 줄어든다. 이 8 개의 계수는 인입

부분 중성자류 경계 조건을 사용하여 결정한다.

  인입 부분 중성자속 조건은 좌우 경계면에서의 서로 더하거나 두 값의 차이를 구함으로써

의 간략화 할 수 있다.  먼저 두 값의 차이는 짝수함수 값의 상쇄 작용으로 인해 홀수 함수

계수만을 포함하게 된다. 따라서 홀수 함수의 계수는 다음 2x2 연립방정식의 해로부터 쉽게

결정된다.
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  반면, 좌우 인입 부분중성자류의 합은 짝수 함수 계수만의 함수로 두 방향의 계수가 서로

연계되어 있어 네 계수에 대한 다음과 같은 연립방정식을 형성한다.





















+





















+
+
+
+

=







































),,(

),,(

),,(

),,(

222222

212112

222222

212112

22

11

22

11

4

2

4

2

121187

10943

871211

43109

yx
zb

yx
zb

yx
zb

yx
zb

in
yr

in
yl

in
yr

in
yl

in
xr

in
xl

in
xr

in
xl

y

y

x

x

bbLf

bbLf

bbLf

bbLf

JJ

JJ

JJ

JJ

a

a

a

a

ωωωω
ωωωω
ωωωω
ωωωω

(16)

두 방향에 대한 짝수항의 계수는 이 4x4 연립방정식의 해로써 결정된다. (14)식을 이용하면

짝수항의 계수로부터 상수항이 결정되므로 모든 미지 계수 계산이 완료되고 이에 따라 두

방향에 대한 일차원 중성자속 분포가 각각 정해진다. 이 중성자속 분포로부터 격자 평균

중성자속과 각 경계면에서의 외행 부분 중성자류를 결정하면 이들은 단일 격자 노달 계산의

최종 결과물이 된다. 이 결과를 대응 행렬 방식으로 표현하면 다음과 같다.

ininout JRJJ Φ== φ, , (17)

여기서 inJ 은 8 개의 원소(4 면 x 2 에너지군)로 이루어진 벡터이고, R 은 8x8 행렬, Φ 는 2x8

행렬이다.

3. 비선형 반복 계산 기법

위 절에서 유도된 단일 격자 노달해는 CMFD 계산에 필요한 격자간 연계 인자를

갱신하는데 사용된다. CMFD 계산은 각 격자간의 포괄적 연계성을 고려하여 새로운 격자 평균

중성자속 분포를 생산하는 기능을 담당한다. 새로이 갱신된 중성자속 분포는 다음 단계의

단일 격자 노달 계산의 입력 조건으로 사용된다. CMFD 계산과 단일 격자 노달 계산의 이러한

교차 계산의 해가 수렴할 때까지 계속되어야 한다. 이 절에서는 이 교차 계산의 수렴성을

증진시키는 방향으로 고안된 반복 계산 기법을 기술한다.



3.1 경계면 특성 보정 인자

  (17)식에 의해 대표되는 단일 격자 노달해는 궁극적으로 경계면에서의 순중성자류를 쌍격자

평균 중성자속의 함수로 표시하는데 사용되어야 한다. 모든 격자에 대한 단일 격자 계산이

끝나면 모든 경계면에서의 외행 부분중성자류와 격자 평균 중성자속 갱신된다. 이 때

순중성자류는 경계면 좌우 격자에서 해당 경계면에 대해 구해진 외행 부분중성자류의

차이로써 구할 수 있다. 즉,

R

l
outL

r
out JJJ −= . (18)

여기서 
L

r
outJ 은 경계면 왼쪽 격자 (L)의 오른쪽 끝(r)에서의 외행 부분중성자류이고 

R

l
outJ

은 경계면 오른쪽 격자(R)의 왼쪽 끝(l)에서의 외행 부분중성자류이다. CMFD 계산에서의 순

중성자류는 좌우 격자의 평균 중성자속의 함수로서 다음과 같이 표시되므로,

)(ˆ)(
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LRLR DDJ φφφφ +−−−= . (19)

(17)식을 사용하여 격자간 연계 보정인자를 다음과 같이 구한다.

LR

LRR

l
outL

r
out DJJ

D
φφ

φφ

+

−−−
=

)(
~

ˆ . (20)

CMFD 계산은 (20)식에 의한 경계면 연계 보정 인자만 정의되면 수행될 수 있다. 그러나

CMFD 계산 결과인 중성자속 분포로부터 단일 격자 노달 계산의 입력인 인입 부분중성자류

결정하기 위해서 별도의 경계면 특성 보정인자가 필요하다. 여기에서는 별도의 경계면 특성

보정인자를 경계면 중성자속을 경계면 좌우의 격자 평균 중성자속의 함수로 다음과 표시할

수 있도록 정의한다.

)()1( LRRRs φφβφαφαφ ++−+= . (20)

이 식에서 α 는 순수 FDM 만을 적용했을 때 경계면 중성자속을 쌍격자 평균 중성자속의 가중

평균으로 표시할 수 있는 가중치이고 β 가 바로 경계면 중성자속에 대한 보정인자 이다. 두

부분 중성자류의 합의 두 배가 경계면 중성자속이 됨에 착안하면β 도 (20)식에서와 유사하게

한 경계면 대해 구해진 두 개의 외행 부분중성자류를 사용하여 결정할 수 있다. 즉,
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(19)식과 (20)식을 사용하면 CMFD계산에 의해 결정된 격자 평균 중성자속으로부터

순중성자류와 경계면 중성자속을 결정할 수 있고, 이 둘로부터 인입 부분중성자류를 계산할

수 있다. 한 예로, 한 노드의 왼쪽 경계면에서의 x 방향 인입 부분중성자류는 다음과 같이



결정된다.
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여기서 s
xlφ 는 CMFD 결과로부터 (20)식을 통해 결정된 그 경계면에서의 중성자속이고 l

xJ 는

(19)식으로 결정된 순중성자류이다.

3.2 반복 계산 제어 방식

CMFD 계산과 단일 격자 노달 계산은 중성자속이 수렴할 때까지 반복적으로 교차

수행되어야 한다. 그림 1 은 여기서 채택한 반복 계산 방식을 보여 준다. 이 그림에서는 경계면

특성 인자를 생산하고 이용하는 방식을 쉽게 확인할 수 있다. 여기에 제시된 반복 계산 제어

방식 중 특기할 것은 매 단일 격자 계산 후, 여기서 구해진 외행 부분중성자류를 사용해

인접한 격자의 인입 부분중성자류를 갱신하고, 이를 다음 단일 격자 계산에 사용한다는

점이다. 이 방식하에서는 4 면의 인입 부분중성자류 중 반은 선행 단일 모드 계산에서

결정되고 나머지 반은 CMFD 결과만으로 결정된 값이 된다. 이러한 Gauss-Seidel 방식의 인입

부분중성자류 갱신 방식은 4 면에서 모두 CMFD 결과만으로 결정된 인입 부분중성자류

사용하는 Jacobi 방식에 우수한 수렴성을 제공한다. 4 절에서는 이 두 방식의 수렴성을

비교한다.

  

그림 1. CMFD 계산과 단일 노드 노달 계산의 반복 수행 방식

4. 단일 격자 해법의 시험 및 비교 평가

위에서 기술한 단일 노드에 대한 해석적 노달 해법과 비선형 반복 계산 기법은 단일 노드
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기반의 비선형 노달 방법을 구성한다. 이 방법은 한국원자력연구소의 핵설계 코드인

MASTER 의 한 선택적 계산 방식으로 구현되었다. MASTER 코드에는 이미 쌍격자 기반의

비선형 노달 방법이 장착되어 있기 때문에 두 방법의 비교가 가능하다. 2 절에 기술한 유도

과정은 고유치 문제에 국한되어 있으나, 과도 계산 문제에도 거의 동일한 유도가 가능하다.

단지 하나의 중요한 차이는 축방향 누설항이 실제 축방향 누설항 뿐만 아니라 과도 선원을

포함해야 한다는 점이다. 이 과도 선원의 구성 내용은 참고 문헌 5 에 상세히 기술되어 있다.

고유치 계산 및 과도 계산에 있어서 단일 격자 해법의 효율성을 시험하기 위해 NEACRP A1

제어봉 이탈 사고 문제[6]를 대상으로 MASTER 계산을 수행하였다.

그림 2 에는 고유치 계산의 수렴성이 인입 중성자류의 갱신 방법을 달리한 두 개의 단일

격자 기반 노달 계산 경우 및 두 노드 기반 노달 계산의 경우에 대해 도시 되어 있다.  이

그림은 Jacobi 방식을 사용할 경우 해의 수렴성이 좋지 않고, 이에 따라 수렴되기까지 반복

계산 횟수가 다른 방식의 두 배 이상 됨을 보여준다. 반면, 여기서 채택한 Gauss-Seidel 식의

인입 부분 중성자류 갱신방식을 사용하면 단일 격자 기반 노달 계산의 수렴성이 쌍격자 기

반의 노달 계산의 경우와 큰 차이가 없음을 확인할 수 있다. 그러나 그림 3 에 도시된 중성

자속 오차의 감소 추이를 보면 단일 격자 사용의 경우 오차가 변화폭이 더 크고 오차의 감

소율이 쌍격자 사용에 비해 작음을 알 수 있다. 이것은 경계면 연계 인자의 결정에 있어 쌍

격자 노달 계산이 더 효과적임을 증명한다. 이 사실은 표 1 에 제시된 과도 상태에 대한 노

달 계산 횟수에서도 나타난다. 즉, 단일 격자를 사용하는 경우 약 15% 정도 더 많은 노달

계산이 필요하다. 그럼에도 불구하고, 소요 계산 시간 측면에서는 두 방식이 큰 차이가 없는

데 이는 단일 격자 계산 방식일 경우 단위 노달 계산 당 소요 시간이 작기 때문이다. 한편

으로, 표 1 은 계산결과의 정확성 측면에서 두 계산 방식은 대등함을 확인시켜 준다.

5. 결론

이 논문에서는 쌍격자 노달 계산의 단점을 해결할 수 있는 대안으로서 단일 격자에 대한

노달해를 사용하는 방법을 제시하였다. 단일 격자해의 수렴성을 향상시키기 위해 여기서
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표 1. 단일 격자 및 쌍격자 노달 계산 방식의 주요 계산 결과 비교

초기 정상 상태 계산 과도 계산
2-Node 1-Node 2-Node 1-Node

임계붕산농도 (ppm)
/최대 노심 출력(%)

561.7 561.7 125.63 125.73

노달 계산 횟수 12 12 40 46
CMFD 계산 횟수 36 36 503 551
노달 계산 시간, 초 1.14 1.09 3.51 3.71
총 코드 수행 시간, 초 7.8 61.1

도입된 특기할 방법은 반경 방향에 대한 두 일차원 중성자 확산 방정식을 연립 시켜 푸는

것이다. 단일 격자해에 기반한 비선형 반복 해법은 소격 격자 계산과 단일 격자 노달 계산간의

교차 계산으로 구성되는데, 단일 격자 노달 계산을 모든 노드에 대해 반복할 때, 해의

수렴성을 높이기 위해서는 Gauss-Seidel 식의 인입 중성자류의 갱신이 필수적인 것으로

밝혀졌다. 단일 격자해 방식을 고유치 계산과 과도 계산에 적용한 결과, 단일 격자해를

이용할 경우 수렴된 결과를 얻기 위한 노달 계산 횟수가 쌍격자 경우에 비해 다소 (약 15%)

증가하지만, 계산 시간 측면에서는 거의 동일한 것으로 나타났다.
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