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요약

타원완화모형의 난류길이스케일과 재분배항의 증폭에 대한 조사가      그리고   의 

채널유동에서 조사되어졌다. 길이스케일은 타원완화연산자내 포함되어 있고 길이스케일의 증가는 

타원연산자와 직접적으로 관련이 된다. 재분배항의 증폭을 조사하기 위하여, 경계조건에 영향을 

받는 타원완화방정식의 효과에 대한 특성을 나타내는 새로운 증폭률 를 도입하였다. 재분배항

의 증폭은 일반적으로 알려진 상관함수에 의한 영향보다도 길이스케일과 그것의 모형 상수에 더

욱 강하여 영향을 받았다. 새로운 길이스케일과 재분배항의 증폭에 대하여 채널 유동에서 다양한 

조사가 수행되었고 이 모형은 경계조건에 상관없이 증폭이 발생하지 않았다.

Abstract

The elliptic relaxation model is investigated for the turbulent length scale and the amplification 

of redistribution term, which are tested in channel flow at      and   DNS data. 

The length scale is included in elliptic relaxation operator and the increase of length scale is 

directly related with elliptic operator. To investigate the amplification of the redistribution 

term, the new amplification factor   was introduced, which characterizes the effects of the 

elliptic relaxation equation with boundary condition. The amplification of the redistribution is 

strongly affected on length scale and its model constant rather than the correlation function 

which is generally known. Various comparative tests for both length scale and an 

amplification of redistribution term were conducted on the channel flow and present model 

became free of amplification regardless of boundary condition.



1. 서 론

복잡한 3차원 유동 해석은 원자로 내에 증기발생기, 펌프, 노심 뿐만 아니라 기술의 집약체인 원자

로 집합체 등에 적용이 늘어나고 있는 추세이다. 이들은 모두 난류유동을 수반하게 되며 이때 난류

유동을 해석할 수 있는 모형이 필요하다. 대표적인 난류 모형으로 와점성계수 모형이 있다. 이 모형

은 전산해석의 발전과 더불어 많은 변화를 추구하여왔다. 특히,    모형은 2차원 유동장 뿐만 아

니라 3차원 유동장에서 일반적으로 가장 널리 사용되고 있는 모형이다. 그 이유는 많은 산업적응용

에서 검증된 모형이며 또한 모형의 간단함과 안정성 때문이다. 그러나 전산기의 급격한 발전으로 유

동 해석의 정확성이 절실히 요구되어 짐에 따라     모형이 가지는 모형의 한계성을 극복할 수 있

는 모형이 요구되고 있다. 레이놀즈응력모형은 분명     모형이 가지는 문제점의 상당 부분을 극

복할 수 있다. 이 모형은 재분배항에 대한 이론적이고 정확한 모형이 도입된다면 많은 산업적인 응

용에     모형을 대체할 수 있는 모형으로 충분하다. 

최근에 재분배항에 대한 타원완화기법이라는 새로운 접근 방법이 Durbin[1993]에 의하여 발표되

었다. 타원완화기법은 레이놀즈방정식의 재분배항을 벽 까지 올바르게 수정할 수 있는 모형으로 평

가되고 있다. 이것은 모형이 가지는 이론적 배경 뿐만 아니라 모형 내에 벽 감쇄함수를 사용하지 않

기 때문에 더욱 매력적이다. 앞으로 많은 산업적응용에서 이 모형의 적용이 가속화 될 것으로 기대

되는 것도 이런 이유에서 이다. Durbin의 타원완화기법이 이론적이고 3차원 유동장에 간단히 적용할 

수 있는 모형임에 불구하고 아직 많은 연구가 되고 있는 것은 타원완화 연산자가 대수영역에서 만족

스럽게 거동하지 않기 때문이다.

Durbin에 의하면 채널의 중앙에서 낮은 레이놀즈수 유동인 경우 채널의 중앙에서 유동방향 레이

놀즈응력이 낮게 예측된다고 하였다. 그러나 그는 그 이유를 설명하지 못하였다. Wizman 등[1996]은 

대수영역에서 타원완화 연산자의 잘 못된 거동은 재분배항의 증폭 때문이라고 하였다. 그들은 타원

완화 연산자가 대수영역에서 증폭되지 않는 중립 모형을 제안하였다. Manceau 등[2001]은 DNS 결

과를 이용한 조사에서 벽 근방의 상관함수가 비대칭적으로 거동한다는 것을 보였다. 그들은 벽 근방

의 강한 비대칭성은 Durbin의 상관함수로는 설명할 수 없다고 하였다. 그들은 타원완화연산자로 인

한 증폭을 제거하기 위해 비대칭 상관함수를 모형하고 이를 이용하여 새로운 타원완화방정식을 제

안하였는데 이것은 대수영역에서 이론적으로 증폭이 발생하지 않는다고 기술하였다. 그러나 

Manceau 등의 모형은 Wizman 등의 모형이나 Laurence & Durbin [1994]의 모형에 비하여 실제 응

용에서 향상된 결과를 보이지 못하였다. 

이와 같은 것이 연구의 동기이며, 타원완화기법에서 발생하는 타원완화방정식의 증폭에 대한 직접

적인 원인을 조사하는 것이 연구 목적이다. 본 연구의 접근방법은 방정식의 원천항, 길이스케일, 시

간스케일 등 종속변수를 제외한 모든 성분에 대하여 DNS 값을 사용한다. 또한 경계조건이 주어진 

경우, 증폭 정도를 조사하고 증폭을 피할 수 있는 방법을 길이스케일과 타원완화 연산자를 통하여 

제시하는 것이다.

2. 타원완화모형



타원완화방정식을 평가하기 위하여 사용한 비압축성 유동에서 운동량방정식과 Durbin이 제안한 

레이놀즈응력방정식은 다음과 같다.
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    (3)

여기서 에 대한 모형은 에 대하여 모형하는 것으로 종결될 수 있다.   내에 포함되어 있는 

재분배항은 다음과 같은 식으로부터 시작된다.

 

















 (4)

요동압력에 의해 만족되는 포아송방정식의 적분해를 사용함으로, 재분배항은 다음과 같이 표현된

다.




     (5)

여기서 는 계산 영역의 Green 함수이다.  

   ▽
 

  ▽

 

   (6)

             (7)

이때 상관함수  는 다음과 같이 모형 된다.

          (8)

여기서   │ │이고 은 상관 길이스케일이다. 식(8)을 사용하고 자유 공간의 Green 함

수로 접근할 수 있다고 가정하면 식(5)는 다음과 같이 된다.




 



  (9)

이 식은    을 포함하게 되며, 식(9)는 연산자 ∇    와 관계되어 다음과 

같이 변환될 수 있다고 하였다. 

   
▽  

 


     (10)

이때 위 식의 우변항은 모형이 필요하다. 균질상태를 가정하면 좌변의 둘째항이 영이 되어 

     
    이 된다. 따라서 그 우변항은 재분배항의 준균질 모형으로 적용이 가

능하다. 여기서   대신     로 적용하면 다음과 같은 타원완화방정식이 유도된다.



  
▽ 




 (11)

     


  (12)

길이스케일 은 벽면 근방에서 특이점을 피하기 위하여 Kolmogorov 길이스케일를 사용하게 된

다. 여기서     이며, 이 식의 좌변 항이 수정 Helmholtz 연산자이다. 우변에 있는 는 균

질 상태를 가정하면 좌변의 둘째 항이 영이 되고   

  으로 되며 는 준균질 모형의 적용

이 가능하게 된다. 타원완화모형은 경계조건에 의해서 비균질 유동이 되며, 벽 근방에서 벽 감쇄

함수 역할을 하게 된다. 

  



 












 (13)

여기서    ,     이다. 식(12)에서 재분배 항은 많은 선행 조사에서 타원완화방정식과 

가장 잘 일치하는 Speziale, Sarkar & Gatski [1991] 모형이 적용될 것이다.

3. 타원완화연산자의 영향

Durbin[1993] 이후 발표된 대부분의 수정된 타원완화방정식은 대수영역에서 재분배항의 증폭과 

길이스케일에 대한 두 가지 문제에 대하여 주로 연구되어 왔다. 본 연구에서는 이 문제들이 가지는 

문제점의 관계를 조사함으로 타원완화방정식이 가진 문제를 보다 분명히 볼 수 있을 것이다. 

우선 대수영역에서 증폭에 대한 문제를 조사하였다. 식(11)에서 경계조건 영향이 없는 경우, 대수

영역에서 는  로 거동하고 이   변환되면,   

가 된다. 이때  는 대수영역에서 

  이면 재분배항의 증폭,   는 재분배항의 감쇄,     이면 증폭이나 감쇄가 없는 중립 모

형을 의미한다. Wizman 등[1996]에 의하면 Durbin의 모형은 대수영역에서     

 

로 증폭된다고 하였다. 이런 증폭은 길이스케일 을 2차 구배항 내에 포함시킴으로 증폭 없는 중립 

모형이 가능하다고 하였으며 또 하나의  모형으로 표 1의 WM2를 제안하였다.  Manceau 등[2001]은 

DNS 자료를 통하여  에 대한 값을 조사한 결과에서 DM1 모형이 1.51로 증폭된다고 하였다. 이런 

증폭의 원인이 벽 근방에서 벽에 수직한 방향에 대하여 상관함수 식(8)이 대칭으로 모형을 하였기 

때문이라고 하였다. 그들은 벽으로 수렴할수록 상관함수 는 비대칭으로 거동하며 이것은 DM 

모형으로는 설명할 수 없다고 하였다. 비대칭성을 보장받기 위해서는 식(8)의 분모가 대신에 

    ∇로 수정됨으로 타원완화모형의 비대칭 효과를 구현할 수 있다고 하였다. 이때 중

립 모형이 되기 위해서는     이 되어야 한다고 하였다 (표1 MM2 모형). Manceau 등은 중립 

모형에 대한 언급에서 “중립(neutral)”은 단지 타원연산자에 의한 증폭이 없는 상태를 의미하며, 이

런 중립 모형은 단지 경계조건에 의하여 타원완화방정식의 영향이 나타난다고 하였다.

Manceau 등이 조사한 대수영역에서 증폭률은 타원완화방정식이 경계조건의 영향 없이 대수영역

에서 이론적 해석의 결과이다. Manceau 등의 주장대로 라면 중립 모형의 경우 대수영역에서의 증폭



률은 경계조건에 의해서만 발생하는 것이다. 그러나 Durbin에 따르면 타원완화방정식은 난류길이스

케일에 상당히 민감하며 식(13)에서 그 모형 계수가 DNS 자료의 맞춤을 통하여  ≈   그리고 

  가 80 보다 훨씬 적으면 벽 근방에서 레이놀즈응력이 잘 못 예측된다고 하였다. 이와 같은 길이

스케일은 타원 연산자에 포함되어 있기 때문에 재분배항의 증폭이 타원 연산자에 의한 것인지 경계

조건에 의한 것인지 구분하는 것은 어렵다. 따라서 타원완화방정식에 의한 재분배항의 증폭 효과에 

대하여 길이스케일의 영향과 경계조건의 영향을 각각 조사하고 이들에 대한 상관관계를 조사함으로 

증폭의 원인을 규명할 수 있을 것이다. 우선 경계조건에 의한 재분배의 증폭에 대하여 조사하고 길

이스케일에 대한 것은 3장에서 다룰 것이다. 

타원완화방정식의 비균질성은 식(11)의 경계조건으로부터 얻었을 수 있다. 타원완화방정식의 재분

배항의 증폭을 조사하기 위하여 사용한 타원완화모형을 표 1에 요약하였다. 이들은 Manceau 등이 

조사한 대수 영역에서 증폭률에 따라 중립 모형과 비중립 모형으로 나눌 수 있다. 이 두 종류의 모형

이 얼마의 차이를 보이는지를 조사함으로 타원연산자에 의한 증폭효과를 얻을 수 있을 것이다. 이들

에 대한 정량적인 값을 얻기 위하여 DNS 자료를 이용한 다음과 같은 식을 사용하였다.

  ▽⋅▽  
▽ 











 

 (14)

여기서 우변에 있는 재분배항은 SSG 모형을 적용하였다. 우변에 있는 원천항에 적용된 모든 난류 

성분들은 Kim 등 과 Moser 등의 DNS [1987, 1999] 값으로 대치하였으며   값은 음해적으로 계산

하였다. SSG의 준균질 압력변형률 모형을 요약하면 다음과 같다.

      


 

                 

 (15)

여기서  
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                       (15b)

        

      
      

 (15c)

는 레이놀즈응력 비등방성텐서이며, 는 난류운동에너지의 생성률,   는 평균변형률텐서,   

평균와류텐서이다.  적용된 타원완화방정식의 벽 경계조건은 다음과 같다. (자세한 유도 과정은 

Durbin [1993]의 논문을 참조)

    ,   






 ,   






                     (16)

Wizman 등과 Manceau 등이 조사한 증폭효과에 대한 영향은 경계조건이 적용되지 않은 상태에서 

조사된 것이기 때문에 본 연구에서 경계조건의 적용에 따른 증폭 효과를 조사하기 위하여 다음과 같

은 식을 도입하였다.



 








 (17)

분모는 타원완화방정식(14)의 원천항이며 는 경계조건에 의하여 구해진 타원완화방정식의 해이

다.    이면 식(14)의 좌변 둘째 항으로 인하여 발생한 경계조건에 의한 재분배항의 증폭을 의

미하며,   는 감쇄,     이면 중립 모형이 된다. Durbin 모형에 대하여 식(17)을 적용한 것이 

그림 1 이다. 레이놀즈수는 DNS 자료와 동일한 가 180(=11200), 395(=27400) 그리고 590

(=44500)에 대한 것이다. 가 590인 경우, 벽에 수직한 방향의 증폭효과를 나타내는 는 

Manceau 등이 경계조건이 없는 상태에서 조사한 1.51보다 낮은   에 최대 1.36까지 증폭되었

다.  그리고 벽 근방에서는 급격하게 감쇄되었으며,  ∼   부근에서 증폭되기 시작하여     

까지 증가하다가 이후 선형적으로 감소하였으며 채널의 중앙에 접근하면서 급격하게 증가하였다. 

가 395인 경우     부근에서 최고로 증폭되었고 이후 완만하게 감소하다 채널의 중앙을 

향하여 급격히 상승하는 양상을 보였다. 그리고 가 180인 경우,   까지 다른 두 레이놀즈

수와 비슷하게 거동하였으며 이후 급격하게 상승하였다.

이것은 Manceau 등의 중립 모형에 대한 정의로 해석하면 =590에서 경계조건에 의하여 0.15 

이상 대수영역에서 감쇄된 것을 의미한다. 과연 Durbin 모형의 경우 경계조건의 적용이 대수영역에

서 증폭효과를 완화시켜주는 역할을 한 것인가? 채널의 중앙에 접근할수록 증폭이 급격하게 증가되

는 이유는 무엇인가?

이런 의문을 조사하기 위하여 다른 모형들에 대하여 동일한 조건으로 증폭효과를 조사하였다. 그

림 2는 경계조건이 없는 모형에 대하여 증폭률이 1인 중립 모형 3개 (LDM, WM2, MM2)와 증폭률

이 1이 아닌 비중립 모형 3개 (DM, WM1, WM1)에 대하여 를 조사한 것이다. DM을 기준으로 증

폭률을 살펴보면, LDM이 대수영역에서 최대 약 1.1까지 증폭되었다. 이것은 결과적으로 

▽⋅▽이 대수영역에서 감쇄역할을 한 것으로 볼 수 있다. 이와 유사한 형태로 비중립 모형인 

MM1 내에서도 ▽⋅▽이 포함 되어있는데 이것은 최대 1.2 까지 증폭되어 DM과 LDM의 중간 

정도로 증폭되고 있음을 살 수 있다. 이런 결과를 놓고 보면 중립 모형이 증폭효과 상당히 완화되었

음을 알 수 있다. 그러나 난류길이스케일이   인 MM2의 경우, 대수영역을 포함하는 

  까지 감쇄되었다. 그러고 채널의 중앙으로 완만한 감소를 보이는 것이 아니라 증폭되었으

며, 채널의 중앙으로 갈수록 급격하게 증가하였고 그 정도는   을 사용한 모형보다 크게 예

측하였다. 즉, 대수영역에서 재분배의 증폭효과는 길이스케일을 포함한 타원연산자와 경계조건에 영

향을 받는 것이 분명하다. 그리고 WM1과 WM2의 조사에서 이들 모형의 증폭률은 대수영역에서 

WM1(  )는 0.75, WM2(  )는 0.80을 보였으며 WM1의 경우 채널의 중앙으로 갈수

록 급격하게 상승하였다. 경계조건이 주어진 경우, 중립 모형의 경우가 비중립 모형보다 대수영역에

서 증폭/감쇄가 없는 방향으로 접근하였으며 난류길이스케일이 증폭과 무관하지 않다는 것을 수치

적으로 확인 한 것이다. 그림 3에서 Durbin 모형에 대한 길이스케일의 증가에 대한 타원완화방정식

의 증폭에 대한 것으로 이 증가 할수록 벽 근방에서 감쇄되고 대수영역에서 증가하였다.



Table 1 The amplification factor and the model constant of the elliptic relaxation equations 

Model    /   

DM (Durbin [1]) 1 0 1 0.2/80 1.51 1.36

LDM (Laurence & Durbin 

[2])
1 2 1 0.2/80 1 1.1

DLM (Durbin & Laurence 

[3])
  ∇ 2 1 (0.2/60) 1 -

WM1 (Wizman et al. [4])
   ∇ 

 ∇
4 1 0.29/80 1 0.8

WM2 (Wizman et al. [4])
   ∇ 

 ∇⋅∇  
2 1 0.2/80 0.75 0.75

PAM (Pettersson & 

Andersson [5])
1 0 1 eq(19) - -

MM1 (Manceau et al. [6]) 1 1 1 0.2/80 1.06 1.25

MM2 (Manceau et al. [6])    ∇   1 0.28/80 1 -

Present [7]  2  0.25/65  1

Figure 1 The amplification factor of Durbin' elliptic relaxation 

equation.
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Figure 2 Comparison of amplification factor of elliptic relaxation 

equation with boundary condition.
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Figure 3 Relationship between increasing model constants of length 

scale and amplification factor for Durbin's original model.
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4. 난류길이스케일의 영향

타원완화모형에서 압력변형률이 수정 Helmholtz 방정식으로의 변환에 사용한 상관함수 의 도

입은 이 모형의 중요한 전환점이다. 이것은 2점 상관관계를 통하여 임의의 위치에서 주위로의 상관

관계 범위를 나타낸다. 이때 Durbin[1993]은 을 식(13)으로 정의하였다. 즉, 난류길이스케일 

  
     과 Kolmogorov 길이스케일        

  
 중 큰 값을 사용하도록 모형을 하였

다. 이것은 벽 근방에서 난류길이스케일을 그대로 사용하는 경우 Kolmogorov 길이스케일보다 작아 

물리적으로 의미 없는 값이 되는 것을 방지하기 위함이다. 그러나 본 조사에서는 Durbin이 언급한 

낮은 레이놀즈수 =180에서 Kolmogorov 길이스케일 가 난류길이스케일 보다 채널의 전 영

역에서 크게 예측되었다 (그림 4). 이것은 DNS 자료를 이용한 조사에서도 같은 결과를 얻을 수 있

다. 이런 계산 과정에 문제가 없다면, Durbin이 제안한 길이스케일은 낮은 레이놀즈수 유동, 재순한 

유동, 정체가 있는 유동 등에서 물리적으로 타당성 문제가 발생한다. 또한 이 두 길이스케일 사이에 

국부적으로 수치해석적 불안정성이 발생할 수 있을 것이다. 

Durbin[1993]에 의하면 채널의 중앙에서 유동방향 레이놀즈응력 가 낮게 예측하는 것에 대하여 

분명한 원인을 제시하지 못하였다. 그는 이후 연구에서 길이스케일 은 난류 에디(eddy)와 관련된 

비국부적 효과(nonlocal effect)로 간주하였다. 또한 은 준균질 압력변형률모형에 대하여 완화 강도

(the strength of the relaxation)에 직접적으로 영향을 준다고 하였다 (Durbin & Laurence[1996]). 이

에 대한 효과를 반영하기 위하여   

을 새로 정의하였다. 이때 길이스케일을 다음과 같이 정

의 하였다.
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여기서    ,     이다. 길이스케일에 대한 다른 모형으로, Pettersson & Andersson 

[1997]은 길이스케일의 계수를 비선형 함수로 다음과 같이 모형을 하였다. 

 

 ,  


 














  
  



,                      (19)

여기서    ,   이며, 는 식(13)의 Kolmogorov 스케일 내에 과 교체된다. 이 모형

은 벽 근방에서는 Durbin의 길이스케일과 같이 거동하고 완충영역이후 대수영역에서 벽 근방보다 

작은 길이스케일로 거동한다. 그리고 Durbin & Laurence [1996]가 제안한 길이스케일은 Manceau 

등이 DNS 자료로부터 제시한 길이스케일보다 전 영역에서 높게 거동하였다. 

본 연구에서는 길이스케일에 대하여 Manceau 등이 DNS를 사용한 길이스케일에 대한 거동을 바

탕으로 다음과 같이 모형을 하였다. 
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여기서    ,       이며,   는 평면변수이다. Kolmogorov 스케일과 



난류스케일을 더한 것은 앞서 언급한 낮은 레이놀즈수에서 발생하는 길이스케일이 국부적으로 급변

하는 현상을 제거하기 위해서이다. 또한 난류길이스케일에서 대신  으로 대체함으로 벽 근

방에서 Kolmogorov 스케일에 의해 지배되도록 하였다. 그리고 Kolmogorov 스케일에 (  )를 곱

한 것은 벽에서 멀어지면 난류스케일에 의해 지배되도록 하기 위함이다. 그림 5는 이상의 길이스케

일을 Manceau 등이 DNS 자료로부터 정의한 상관 길이스케일과 비교한 것이다. 새롭게 제안한 식

(20) 모형이 다른 모형보다 좋은 결과를 예측하였다. 

그림 6과 7은 길이스케일 식(13)과 식(20)을 사용한 상관함수 의 변화를 도시한 것이다. 상관

함수 분포를 보면 길이스케일이 가장 큰 곳에서 가장 넓은 밴드를 보이는 것을 알 수 있다. 즉, 

    의 경우 Durbin 스케일은 채널의 중앙에서 가장 높은 길이스케일을 가지기 때문에 채널

의 중앙으로 갈수록 상관함수의 밴드가 넓어졌고 새롭게 제시한 길이스케일은  ≈   주위에서 

가장 높은 상관함수 밴드를 보였다. 반면   에서 두 길이스케일에 대하여 상관함수는 비슷

한 밴드 형상을 보였다.

 

Figure 4 Length scale from the DNS data: symbol, present model; …, 

Kolmogorov length scale; ―, turbulent length scale. 
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Figure 5 Comparison of length scale from the DNS data.
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Figure 6 Correlation function    from DNS data    . 
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Figure 7 Correlation function    from DNS data    .
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5. 결 론

타원완화 레이놀즈응력 모형에 대하여 경계조건이 없는 경우와 있는 경우에 대한 증폭의 정도를 

조사하였다. 특히, 경계조건이 주어진 상태에서 타원완화 연산자의 증폭이 없는 중립 모형과 증폭이 

발생하는 비중립 모형에 대하여 조사하였다. 중립 모형은 경계조건이 적용되지 상태에서는 중립을 

유지하지만 경계조건이 있는 실제 유동에서는 타원완화 연산자가 대수영역에서 증폭될 뿐만 아니라 

채널의 중앙에서 급격한 증폭이 발생한다는 것을 확인 할 수 있었다. 중앙에서 급격한 증폭은 경계

조건보다는 오히려 타원연산자의 길이스케일에 더 많은 영향을 받는 것으로 조사되었다. 

대수영역에서 증폭의 직접적인 원인은 길이스케일에 사용되는 모형상수 이 크기 때문이며, 

이 클수록 벽 근방에서 강한 감쇄가 발생하며 채널의 중앙에서 급격한 증가가 발생하였다. 그리고 

길이스케일에 대한 조사를 통하여, 낮은 레이놀즈수 유동에서 Durbin이 제안한 길이스케일은 

Kolmogorov 스케일에 전적으로 영향을 받는 것으로 조사되었다. 이에 대한 새로운 접근으로 수정된 

난류스케일에 수정된 Kolmogorov 스케일을 더하여 모형 하였다. 새로 제시한 길이스케일은 

Manceau 등의 상관길이스케일에 대한 DNS 결과와 상당히 일치하였으며 레이놀즈수에 관계없이 사

용할 수 있는 모형으로 거동하였다.
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