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요 약

  다군 비선형 소격격자차분 노달법에 필요한 1차원 두 노드 다군 중성자 확산 문

제 해법으로 통합노달법(UNM)과 준해석적 노달법(SANM)을 2군과 8군 문제에 대

해 각각 비교하였다. 근사적 UNM/ANM과 4차 유효선원항을 이용한 SANM은 매

우 정확한 결과를 보였다. 전산시간 면에서는 8군 까지는 근사적 UNM/ANM이 훨

씬 유리했으나 더 많은 군수에 대해서는 SANM이 유리해 질 것으로 예상된다. 따

라서 이 두 방법은 서로 보완적으로 사용될 수 있을 것이다.

Abstract

  As 1-D two node multi-group neutron diffusion problem solver which is used 

in nonlinear coarse mesh finite difference nodal method, unified nodal 

method(UNM) and semi-analytic nodal method(SANM) are compared in terms of 

2-group and 8-group problems. Approximate UNM/ANM and SANM with 

quartic effective source term showed very accurate results. As for the 

computation time, approximate UNM/ANM is much more effective than SANM 

up to 8-group problem. However, SANM is expected to be more effective in 

many-group problems. The two methods can be used complementarily.



1. 서 론

  1980년대 초 비선형 소격격자유한차분(Coarse Mesh Finite Difference:CMFD) 노

달법[1]이 개발된 후 많은 노달 코드에서 메모리 절약이나 가속을 위해 비선형 

CMFD 노달법이 채택되고 있다[2-4]. 비선형 CMFD 노달법에서는 번째 노드와 

 번째 노드 사이에서의 중성자류를 근사하는데 있어서 유한차분근사에 보정항을 

추가하여 다음과 같이 근사한다.

 
                            (1)

식 (1)에서 우변의 첫 번째 항은 유한차분근사에 의한 항이고 두 번째 항은 보정항

이다. 식 (1)과 같은 근사를 이용하면 전체 문제영역에 대해 유한차분식과 유사한 

형태의 비선형 CMFD 방정식을 얻을 수 있다. 여기서 보정인자 는 반복계산 중

간에 주기적으로 갱신된다. 보정인자의 갱신을 위해, 해당 두 노드의 평균 중성자속

을 제한 조건으로 갖는 횡방향으로 적분된 두 노드 문제에 대해 노달 계산을 수행

하고 이때 얻어지는 경계면의 중성자류를 이용하여 다음과 같이 보정인자 를 갱

신한다.

   

 
   

                          (2)

이와 같은 비선형 CMFD 노달법을 이용하면 노달 계산에만 의존해서 구한 해와 같

은 해를 얻을 수 있다. 이것은 보정인자 를 등가인자로 하는 확장된 형태의 등가 

이론[5]으로 볼 수 있다. 따라서 비선형 CMFD 노달법의 정확성은 두 노드 문제 계

산에 사용되는 노달법의 정확성에 좌우된다. 2군 중성자확산 문제의 경우 두 노드 

문제 계산을 위한 노달법으로 노달전개법(Nodal Expansion Method:NEM), 해석적 

노달법(Analytic Nodal Method:ANM), 해석함수전개노달법(Analytic Function 

Expansion Method:AFEN) 그리고 이들을 하나의 수식체계로 통합한 통합노달법

(Unified Nodal Method:UNM)[6,7]에 의한 해법 등이 개발되었다. 그러나 다군 중성

자확산 문제의 경우 그 해법에 대한 연구가 활발하지 못하였다. 이 논문에서는 두 

노드 2군 중성자확산 문제에 대해 개발 되었던 UNM을 다군 중성자확산 문제에 대

해 적용 가능하도록 확장하였다. 또한 태생적으로 다군 확장이 자연스러운 준해석

적 노달법(Semi-Analytic Nodal Method:SANM)[8]에 의한 두 노드 해법을 개발하

였고 UNM과 SANM의 성능을 몇 가지 두 노드 문제를 이용하여 비교 검증하였다.

2. 두 노드 다군 중성자확산 문제 해석을 위한 노달법

  균질화된 노드 내에서의 횡방향 적분된 다군 중성자 확산 방정식은 행렬을 이용

하여 다음과 같이 표현될 수 있다.



 

직접해법  


    

선원항

반복법
  


  

 





               (3)

여기서, 와 은 각각 와 를 원으로 갖는 대각 행렬이고 와 는 각각 

′과 ′을 원으로 갖는 행렬이며 와 는 외부 선원항과 횡방향 누설

항이다. 고유치 문제의 경우 ≡ 이며 고정 선원항 문제의 경우   이다.

  식 (3)과 같은 다군 중성자확산 방정식에 대한 노달해법은 우변 선원항을 어떻게 

취급하느냐에 따라 크게 두 가지로 분류될 수 있다. 핵분열 및 산란 선원항을 우변

에 그대로 두고 구해진 중성자속을 이용하여 선원항을 반복적으로 갱신해 주는 선

원항 반복계산법과 우변의 핵분열 및 산란 선원항을 좌변으로 옮겨 선원항 반복계

산 없이 한 번에 푸는 직접해법이 그것이다. 이 두 가지 모두 최종적으로 풀어야 

하는 방정식은 다음과 같은 형태이다.




                           (4)

각 방법에서의 행렬 와 유효 선원항 에 대한 정의는 <표 1>과 같다.

표 1. 각 해법에 따른 행렬 와 유효 선원항 에 대한 정의

유효 선원항을 근사하는 방법으로는 여러 가지가 있을 수 있으나, 이 논문에서는 

유효 선원항을 2차 또는 4차의 다항식으로 근사하는 것만을 다루었다. 직접해법의 

경우 유효선원항이 간단하여 2차 다항식만으로도 좋은 결과를 예상할 수 있으나 선

원항 반복법의 경우 유효 선원항에 핵분열 선원항이나 산란 선원항이 포함되어 있

어 높은 차수의 다항식근사가 요구된다. 이 논문에서는 직접해법은 UNM으로, 선원

항 반복법은 SANM으로 구현하여 비교하였다.

2.1 두 노드 다군 중성자확산 문제 해석을 위한 통합노달법

  참고문헌 7에 소개되어 있는 두 노드 2군 중성자확산 문제 해석을 위한 통합노달

법 기본 방정식은 두 노드 다군(군) 중성자확산 문제에도 그대로 적용될 수 있다. 

참고문헌 7에 소개되어 있듯이 주어진 두 노드에 대해 각 노드에서의 중성자속 평

형 조건, 두 노드 경계면에서의 중성자속 및 중성자류 연속 조건, 그리고 각 노드별 

두 개의 가중잔차식을 이용하면 다음과 같은 방정식을 얻을 수 있다.



i) 중성자속 평형 조건

 
   

                      (5)

ii) 경계면에서의 중성자속 연속 조건


  

                                 (6)

iii) 경계면에서의 중성자류 연속 조건

                          (7)

iv) 제 1 모멘트 가중잔차식


 
 

 
  

                     (8)

v) 제 2 모멘트 가중잔차식


 
 

 
  

                     (9)

여기서 는 노드 크기이고  ,  , 
는 ×차원 행렬이고  

 ,  
 는 차원 벡

터이다. 한편 식 (5)에서 (9)까지 8개의 조건에 경계면 오른쪽(  )과 왼쪽(  ) 

노드에서의 평균중성자속 제한조건인 
  


를 더하면 10개의 방정식으로 양쪽 노

드에서 총 10개의 모든 계수( 
     ⋯)를 구할 수 있다. 이상과 같이 구

해진 계수  
를 이용하면 경계면에서의 중성자류를 다음과 같이 구할 수 있다.

  




                           (10a)

또는   




                           (10b)

이상과 같은 과정은 2군 문제와 동일하므로 자세한 유도 과정은 참고문헌 7에 맡기

고 이 논문에서는 생략하였다. 통합노달법에서는 노달해법 선택에 따라 반응행렬 


     ⋯의 정의가 달라지며 그에 따라 노달해도 달라진다. NEM의 경

우 반응행렬들은 다음과 같이 정의된다[7].

                                  (11a)

  





                             (11b)

  





                             (11c)

식 (11)에서 위 첨자 가 생략되었음을 유의하자. 이 경우 반응행렬들은 행렬 와 

만으로 표현되므로 쉽게 다군 문제에 대해 적용이 가능하다. 반면 ANM의 경우 

반응행렬은 다음과 같이 정의 된다[7].

                                (12a)

  


                        (12b)
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여기서 는 행렬 의 고유치이고 은 상사변환 행렬이다. 2군 문제의 경우 행렬 

의 고유치를 구하는 것이 간단하나 다군 문제의 경우 행렬 의 고유치를 구하는 

것은 전산시간 면에서 현실적으로 어려움이 있다. 따라서 이 논문에서는 를 구하

지 않고 반응행렬 과 를 근사적으로 구하는 방법을 택하였다. AFEN을 다군

으로 확장하기 위하여 이와 유사한 방법이 사용된 적이 있다[9]. 우선 를 다음과 

같이 에 관한 유리함수로 근사하자.

 ≈ 




                              (13)

    단,         ×
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그러면 식 (12b)로부터 다음과 같이 반응행렬  , 를 구할 수 있다.

  


  ≈ 



 
   




                  (14)

    단,        ×
  × 

   ×
  × 

   ×
  × 

   ×
  × 

  



식 (14)에서 반응행렬  , 는 행렬 와 만으로 표현되므로 간단히 구할 수 있

다. 이상과 같이 일단 반응행렬을 구하고 나면 모든 계산과정은 2군 문제의 경우와 

동일하다.

2.2 두 노드 다군 중성자확산 문제 해석을 위한 준해석적 노달법

  우선 식 (4)와 같이 주어지는 횡방향 적분된 1차원 방정식에서 유효 선원항을 다

음과 같이 4차의 다항식으로 근사한다.

 
 ≈  

   
 




                      (15)

                     단,    : 차 Legendre 다항식

그러면 주어진 유효 선원항에 대해 식 (4)의 해석해는 다음과 같이 표현될 수 있다.


   

 



 

 



 
 

              (16)
여기서 다항식으로 나타나는 항은 특별해로서 전개 계수는 다음과 같이 구해진다.
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                               (17e)

한편 식 (16)에서 동차해는 각 노드에서의 평균 중성자속 제한 조건과 노드 경계면

에서의 중성자속 및 중성자류 연속 조건에 의해 다음과 같이 구해진다.
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                 (18b)
      단,                

                

  


     


       

               



이렇게 구해진 중성자속 
 로부터 4차 다항식으로 근사된 우변의 유효 선원항

 
 을 갱신해야 한다. 이를 위하여 다음과 같은 방법으로 4차 다항식으로 투영

된 중성자속 
 을 구한다.






 




                          (19)

         단,            
   

 


 
 

 
이때 구해진 전개계수  

 는 다음과 같다.


  

 


 




 
  

 




 



  
 



 
  

 




 
    




 
  

 




  
    

   



 
  

 




 

 


     

  



한편  
 는 

 를 이용하여 다음과 같이 갱신할 수 있다.
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′  ′  
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3. 수치해석 결과 및 논의

  다음과 <그림 1>과 같은 1차원 두 노드 문제를 이용하여 앞 절에서 살펴본 

UNM과 SANM의 성능을 비교하였다. 우선 2군과 8군으로 주어진 단면적에 대해 

노드당 1000개의 격자를 갖는 미세격자 유한차분법으로 기준해를 구하였다. 이때 

구해진 유효증배계수와 각 노드별 평균 중성자속을 제한 조건으로 하여 UNM과 

SANM에 의한 중성자 속 분포를 구하고 노드 경계면(  )에서의 중성자속과 중

성자류를 구하였다. 이렇게 구해진 노드 경계면에서의 중성자속과 중성자류의 정확

성과 전산시간을 비교하여 두 노달법의 성능을 비교하였다. <그림 2>는 미세격자 

유한차분법에 의한 2군 및 8군 문제의 기준해를 보여준다. 



그림 1. 1차원 두 노드 문제

Group flux in Two Group problem
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Group Fluxes in Eight Group Problem
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그림 2. 미세격자 유한차분법에 의한 기준해

  2군 문제의 경우 2군 문제에 알맞게 구현된 2군 UNM Solver와 다군 문제를 취

급 할 수 있도록 구현된 다군 UNM Solver 그리고 다군 SANM Solver를 비교하였

다. <표 2>는 2군 문제에 대한 각 방법 별 결과를 비교한 것이다. UNM에서 NEM

은 식 (11)에 의해 반응행렬을 구한 것이고 Exact ANM은 행렬 A의 고유치를 직

접 구하고 식 (12)를 정확히 계산하여 반응행렬을 구한 것이며 Approx. ANM은 식 

(14)를 이용하여 반응행렬을 근사적으로 구한 것이다. 한편 SANM은 유효 선원항

을 2차와 4차로 전개하는 두 가지 방법을 비교하였다. 2군 UNM Solver와 다군 

UNM Solver는 수학적으로는 동일하나 단지 전산프로그램의 구현상의 차이가 있는 

것뿐이므로 같은 해를 얻으나 전산시간 면에서는 2군 Solver가 다군 Solver에 비해 

좀 더 효율적인 것을 볼 수 있다. UNM/NEM의 경우 매우 큰 오차를 보이고 있으

나 UNM/ANM이나 SANM은 매우 정확한 결과를 보인다. 그러나 전산시간 면에서

는 4차 유효 선원항을 이용한 SANM의 경우 근사적 UNM/ANM에 비해 10배 이상

의 전산시간이 소요됨을 알 수 있다. 이것은 해가 수렴하기 위해서는 많은 수의 선

원항 반복이 필요하기 때문이다. <표 2>에서 괄호 안의 수는 선원항 반복계산 횟

수를 나타낸다.

  <표 3>은 8군 문제에 대한 각 방법 별 결과를 비교한 것이다. UNM/NEM의 경

우 가장 큰 오차를 보였으며 2차 유효 선원항을 이용한 SANM의 경우도 매우 큰 

오차를 보였다. 그러나 4차 유효 선원항을 이용한 SANM과 근사적 UNM/ANM의 

경우 매우 정확한 결과를 보이고 있다. 전산시간 면에서는 4차 유효 선원항을 이용



FDM
(Reference)

UNM SANM

NEM
Exact
ANM

Approx.
ANM

Quadratic
Source

Quartic
Source

 

Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error

2G 
Solver

g=1
Not 

Implemented

0.21 13.23 0.00 0.00 -0.01 -0.14 
Not 

Implemented
Not 

Implemented
g=2 2.72 -12.41 0.00 0.00 0.00 0.16 

CPU 4.9 sec 11.6 sec 6.9 sec

MG 
Solver

g=1 9.685 0.2169 0.21 13.23 

Not 
Implemented

-0.01 -0.14 -0.14 -0.05 0.00 0.09 

g=2 1.725 0.1273 2.72 -12.41 0.00 0.16 0.17 -0.71 0.06 -0.08 

CPU 0.23 sec 8.1 sec 12.7 sec
106.5 sec 
(18)

144.5 sec 
(19)

FDM
(Reference)

UNM SANM

NEM
Exact
ANM

Approx.
ANM

Quadratic
Source

Quartic
Source

 

Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error


Error

MG

Solver

g=1 1.326 -0.233 -0.46 -5.70 

Not

Implemented

-0.01 0.09 0.07 2.53 0.02 0.23 

g=2 1.736 -0.225 -0.51 -6.61 0.01 0.11 0.06 2.69 0.02 0.25 

g=3 3.780 -0.243 -0.33 -2.68 0.02 0.03 0.14 3.43 0.02 0.16 

g=4 1.722 -0.063 -0.17 1.77 0.00 -0.03 0.23 5.30 0.02 0.09 

g=5 1.059 -0.026 -0.14 6.65 0.05 -0.01 0.23 3.51 0.01 -0.23 

g=6 0.492 0.010 -0.06 -32.60 0.00 0.13 0.22 5.89 0.00 0.56 

g=7 0.448 0.060 4.23 -14.22 -0.09 0.02 0.25 12.97 -0.21 0.84 

g=8 0.600 0.067 7.86 -15.80 -0.31 0.56 0.52 12.57 -0.29 0.70 

CPU  5.48 sec  92.3 sec 208.4 sec
502.4 sec
(21)

688.8 sec
(22)

한 SANM이 근사적 UNM/ANM에 비해 약 3.5배 많은 전산시간이 요구된다.

표 2. 2군 문제에 대한 UNM과 SANM의 결과 비교

<표 3> 2군 문제에 대한 UNM과 SANM의 결과 비교

  8군 문제의 경우 SANM이 근사적 UNM/ANM에 비해 여전히 많은 전산시간이 

요구되고 있으나 그 차이가 2군 문제의 경우에 비해 줄었다. 이러한 현상은 계산 

도중에 ×  행렬을 취급해야하는 UNM의 특성상 군수가 증가할수록 전산시간이 

급격히 증가하는 것에 기인한다. 이것은 에너지 군수가 적을수록 UNM이, 군수가 

많을수록 SANM이 전산 시간 면에서 유리함을 의미하는 것으로 두 방법은 상호 

보완적으로 사용될 수 있을 것이다. 한편 본 논문에서는 비교되지 않았지만 SANM

으로 실제 다차원 노심 계산 시 각 노드별 1차원 중성자속 해를 저장하여 다음 1차

원 두 노드 계산 시 초기 값으로 사용하는 방법을 생각할 수 있다. 이 방법은 좋은 

초기 값으로부터 시작하면 반복 계산 횟수를 줄일 수 있는 반복 계산법의 특성상 



전산시간을 줄이는 데 기여를 할 것으로 기대된다. 이 방법은 각 노드별 1차원 중

성자속을 저장해야 하므로 메모리를 많이 요구하는 단점이 있으나 요즘의 전산환경

에서는 메모리 용량이 크게 문제가 되지는 않으므로 유용한 방법이라 할 수 있다.

4. 결론

  직접해법인 UNM과 선원항 반복법인 SANM을 2군과 8군 1차원 두 노드 문제에 

대해 각각 비교하였다. 그 결과 UNM/NEM은 두 문제 모두에서 매우 큰 오차를 보

였고 2차 유효선원항을 이용한 SANM은 2군에서는 만족할 만한 정확도를 보였으

나 8군 문제에서는 매우 큰 오차를 보였다. 반면 근사적 UNM/ANM과 4차 유효 

선원항을 이용한 SANM은 두 문제 모두에서 매우 정확한 결과를 얻었다. 전산시간 

면에서는 8군 까지는 UNM/ANM이 훨씬 유리했으나 더 많은 군수에 대해서는 

SANM이 유리해 질 것으로 예상이 된다. 이는 근사적 UNM/ANM과 SANM이 서

로 보완적으로 사용될 수 있음을 의미한다.
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